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Une équation diophantienne est une équation polynémiale

flz,y) =0, (1)

a deux indéterminées a coefficients entiers dont on recherche les solutions
rationnelles (z,y) € Q2.
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Une équation diophantienne est une équation polynémiale

flz,y) =0, (1)

a deux indéterminées a coefficients entiers dont on recherche les solutions
rationnelles (z,y) € Q2.

Du point de vue géométrique, cela se traduit par la recherche des points rationnels
appartenant a une courbe algébrique plane d’équation

C: f(z,y) =0. (2)

On s’apergoit rapidement qu’il est intéressant de généraliser ce probléeme en
remplagant Q par un corps de nombres K.
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De ce point de vue géométrique, les premiers résultats généraux concernant
I'étude des points rationnels sur les courbes algébriques semblent étre dus a
Hilbert et Hurwitz .

i,

lls ont prouvé que le bon paramétre
pour étudier les points rationnels est
le genre de la courbe et non le degré
du polyndme définissant la courbe.

Hilbert

lls résolvent le cas des courbes de
genre 0.

Hurwitz

1. [HH90] D. Hilbert and A. Hurwitz, Uber die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht Null. Acf&ﬁ"
Math., 14(1) : 217 — 224, (1890).
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Poincaré?

Procédé de construction :

Il traite les courbes de genre 1 (i.e.,
les courbes elliptiques), en expliquant
le procédé de construction de solu-
tions a partir de cordes ou tangentes.

Poincaré

2. [Poi01] H. Poincaré, Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques, J. de Liouville 7, (
161 — 233, (1901).
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Mordell3

Théoréeme de Mordell :

Toutes les solutions rationnelles
peuvent se déduire d’'un nombre fini
d’entre elles par ce procédé géomé-
trique de cordes ou tangentes. En
d’autres termes, considérons E une
courbe elliptique, I'ensemble E(K)
des points de E rationnels sur K est
un groupe abélien de type fini.

Conjecture de Mordell :

Soit C une courbe projective lisse irré-
ductible définie sur K de genre g > 2.
Alors I'ensemble C(K') des points de
C rationnels sur K est fini.

3. [Mor22] L. J. Mordell, On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and fouri]ﬁ"
degrees, Proc. Camb. Phil. Soc. 21, 179 — 192, (1922).
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Weil 4

Weil

Théoreme de Mordell et Weil

Soit C une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombres K. Notons J¢ la
jacobienne de C. Alors le groupe Je(K) des points rationnels de J¢ est un groupe
abélien de type fini :

Jo(K) 27" & Jeo(K)iors avec r € N. (3)

Lentier naturel r est le rang de la jacabienne J¢ et Je (K )iors €St le sous-groupe de
torsion de J¢(K).

4. [Wei29] A. Weil, Larithmétique sur les courbes algébriques. Acta Math., 52, 281 — 315, (1929).
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Faltings®.

Théoréme de Faltings :

Soit C une courbe projective lisse irré-
ductible de genre g > 2 définie sur K.
Alors C(K) est fini.

Faltings

5. [Fal83] G. Faltings, Endlichkeitsatze flr abelsch Varietaten Uber Zahlkdrpen, Invent. Math. 73,
349 — 366, (1983).
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Faltings®.

Faltings

Théoréme de Faltings :

Soit C une courbe projective lisse irré-
ductible de genre g > 2 définie sur K.
Alors C(K) est fini.

Le degré d’un point algébrique R sur C est le degré de son corps de définition

surQ:

5. [Fal83] G. Faltings, Endlichkeitsatze flr abelsch Varietaten Uber Zahlkdrpen, Invent. Math. 73, M

349 — 366, (1983).
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Faltings®.

Théoréme de Faltings :

Soit C une courbe projective lisse irré-
ductible de genre g > 2 définie sur K.
Alors C(K) est fini.

Faltings

Le degré d’un point algébrique R sur C est le degré de son corps de définition
surQ:

1 onditque R rationnel
2 . R quadratique
deg(R)=[Q(R): Q] =¢ 3 . R cubique

Supposons gque nous connaissons un point P., € C(K). On a alors un plongement
j:C Je, Pr— j(P) =[P~ Pu]. 0

5. [Fal83] G. Faltings, Endlichkeitsatze flr abelsch Varietaten Uber Zahlkdrpen, Invent. Math. 73, M
349 — 366, (1983).
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Considérons les courbes hyperelliptiques définies sur Q de genre 2 d’équations
affines
Cp Y2 = fulx) = x(2? — n?)(2? — 4n?), (5)

avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}.
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affines
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avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}.
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Considérons les courbes hyperelliptiques définies sur Q de genre 2 d’équations

affines
Cp Y2 = fulx) = x(2? — n?)(2? — 4n?), (5)
avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}.

Je, (Q) = (Z/2L)".

Preuve : |l est bien connu que la suite

Lemme J

0 — Je, (Q)/2Jc, (Q) — Sel*(Je, /Q) — WI(Je, /Q)[2] — 0 (6)

est exacte.
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Considérons les courbes hyperelliptiques définies sur Q de genre 2 d’équations

affines
Cpn:y? = fulx) = x(x2 — 712)(3;‘2 — 41712)7 (5)

avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}.
Lemme

Je, (Q) = (z/22)".
Preuve : |l est bien connu que la suite

0 — Je,(Q)/2Jc, (Q) — Sel*(Je, /Q) — W(Je,/Q)2] —0 ()

est exacte. Ainsi, on a la formule
dimz, Sel*(Je, /Q) = dimg, Je, (Q)/2Jc, (Q) + dimg, I (Je, /Q)[2].  (7)
Comme
dimg, Je, (Q)/2Je, (Q) = rang(Je, (Q)) + dim, Je, (Q)[2], (8)

alors
rang(Je, (Q)) < dims, Sel*(Je, /Q) — dim, Je, (Q)[2]. (9F

Moustapha CAMARA (UASZ/UFR-ST/LMA/GA) ENS de Libreville, le 19 mars 2025 10/14



D’aprés Heiden® et Evink’, on a
dimg, Sel*(Je, /Q) = 4,

or dimg, Je, (Q)[2] = —1 + #{facteurs irréductibles de f,,(z) dans Q[X]} =4,

donc
rang(Je, (Q)) = 0.

6. [Hei98] G.-J. van der Heiden, Computing the 2—descent over Q for curves of genus 2, (1998). ,i,
7. [Evi20] T. Evink, Two-descent on hyperelliptic curves of genus two, (2020):
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D’aprés Heiden® et Evink”, on a
dimg, Sel*(Je, /Q) = 4,

or dimg, Je, (Q)[2] = —1 + #{facteurs irréductibles de f,(z) dans Q[X]} = 4,

donc
rang(Je, (Q)) = 0.

Considérons I'application de réduction suivante :
Je, (Q) — Je, (Fp), p nombre premier. (10)
Je, (Qors = Je, (Fp),  pf2disc(fn). (11)
Le discriminant disc( f,,) est
disc(f,,) = 2'93*n?°, (12)
donc en prenant p = 5, on trouve J¢, (F5) = 16, ainsi
#Jc, (Q)ors < 16 (13)

or #Je, (Q)[2] = 16; Je, (Q)ors = Je, (Q)[2] = (Z/22)*.

CQFD. .
6. [Hei98] G.-J. van der Heiden, Computing the 2—descent over Q for curves of genus 2, (1998). M~

7. [Evi20] T. Evink, Two-descent on hyperelliptic curves of genus two, (2020):
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Perspectives de recherche

Les résultats obtenus dans cette thése ouvrent plusieurs perspectives. Et voici
quelques pistes :
# La détermination de I'ensemble des points algébriques de degré donné porte
essentiellement sur les courbes définies sur Q. Par contre, le cas des courbes
définies sur un corps de nombres autre que Q reste un probléme ouvert.

8. [Sto15] M. Stoll, Uniform bounds for the number of rational points on hyperelliptic curves of smallf‘@t‘
Mordell-Weil rank, J. Eur. Math. Soc.
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Les résultats obtenus dans cette thése ouvrent plusieurs perspectives. Et voici
quelques pistes :

# La détermination de I'ensemble des points algébriques de degré donné porte
essentiellement sur les courbes définies sur Q. Par contre, le cas des courbes
définies sur un corps de nombres autre que Q reste un probléme ouvert.

# Soit C une courbe hyperelliptique définie sur Q de genre g > 3. Stoll® adot();
montré que si le rang de J:(Q) satisfait r < g — 3, alors

#C(Q)<33(g—1)+1sir=0et#C(Q) <8rg+33(g—1)—1sir>1.

Cas particulier.
Sig =3 etr =0, alors on obtient

#C(Q) < 67. (14)

Etudier dans quelle mesure 67 est la bonne borne.

8. [Sto15] M. Stoll, Uniform bounds for the number of rational points on hyperelliptic curves of smaII;M"
Mordell-Weil rank, J. Eur. Math. Soc.
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